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GOBIERNO DE LA REPUBLICA DE

GUATEMALA

MINISTERIO DE EDUCACION

Estimados docentes y estudiantes:

Reciban un caluroso saludo, en ocasion de compartirles el cuadernillo de Matematica
que se ha elaborado con la intencién de fortalecer sus capacidades en esta area.

El Ministerio de Educacién, presenta esta herramienta de aprendizaje con la finalidad de
facilitar la ejercitacion en el desarrollo del pensamiento l6gico matematico y el aprendizaje
significativo de ustedes, los estudiantes.

Es mi deseo motivarles para que por medio de la ejercitacion se visualice una mejora
en el rendimiento de la misma, pues la vision de los profesores es que incursionen con
entusiasmo y dedicacioén en el recorrido de los aprendizajes esperados.

Este cuadernillo presenta varios temas que deben ejercitarse, confio en que sera
potencializado en manos de docentes y estudiantes; sera como semilla fértil, ustedes
obtendran del mismo los mejores resultados.

Finalmente les invito a trabajar en forma colaborativa en el aula o fuera de ella, en un
ambiente agradable, ejercitdndose en esta area como si fuera un deporte: con esmero,
disciplina, esfuerzo y constancia.

Deferentemente,

Dr. Oscar Hugo Lépez Rivas
Ministro de Educacion
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Elaboremos un plan.

Horario de estudio.

Ambiente agradable.

Para los estudiantes ...

Preparémonos para la
clase.

Investiguemos lo relacionado
con el tema y preparemos
interrogantes.

Participemos en cada clase
presencial.

Asistamos con puntualidad y
participemos activamente.

Tomemos apuntes de las

definiciones, conceptos y reglas.

Revisemos los apuntes al
llegar a casa y agreguemos
ideas propias.

Aprendamos algebra como
aprendemos un deporte.

Requiramos disciplina,
esfuerzo, constancia y
material de trabajo.

Desarrollemos las habilidades de
razonamiento y de abstraccion.

Trabajemos en equipos de
estudio.

Integrémonos a un grupo
que fortalezca nuestras
habilidades.

Aprendamos de los errores
propios y ajenos.

Que nuestros errores pasen
a ser parte de un plan de
mejora.




Notas




Conjuntos

Recordemos

Conjunto. Un grupo o coleccién de objetos se llama conjunto, cada objeto del conjunto se llama
elemento. Un conjunto se nombra con una letra mayuscula, como A, B, etc.

Representacion de conjuntos. Un conjunto se puede representar por extensién, comprension
o diagramas de Venn.

Pertenencia. Pertenecer o no a un conjunto y se representar asi € o £

Cardinalidad de conjuntos. El conjunto en el que es posible enumerar todos los elementos
que lo forman, se llama conjunto finito y en el que no se pueden representar fisicamente todos
los elementos se denomina infinito.

El conjunto que tiene solo un elemento, se llama conjunto unitario. El conjunto que no tiene
elementos, se llama conjunto vacio y se representa ® 6 { }.

Subconjuntos

El conjunto B, esta contenido o es subconjunto de A, si y solo si, todo elemento de B es también
elemento de A. Esta relacién se llama relacién de contencién. Simbdlicamente se escribe:

B c Ay se lee; el conjunto B esta contenido en A, si no esta contenido, se utiliza este simbolo &
y se nombra asi A Z B.

Observemos el ejemplo:

== 0 2 BcU
B= 3 AcU
1 B ZA
6
A~ AZ B
7 8 9

Para este ejemplo B y A son conjuntos que tienen diferentes elementos y por lo tanto se
denominan conjuntos ajenos o disjuntos.

Dos conjuntos son iguales, si tienen exactamente los mismos elementos. Esta relacién se llama
igualdad de conjuntos. Simbdlicamente se escribe F=E,E=D,DcEyE cD
Graficamente se representa asi:

D=

-5-
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Recordemos

Los Conjuntos numéricos en los nimeros Reales.

-1/4

5/8

Recta Real Es posible ordenar los nimeros Reales, entre dos Reales existen infinitos
numeros Reales. En la recta Real a cada punto de la recta le corresponde un
numero Real y a cada numero real le corresponde un punto en la recta, con lo
que se establece una correspondencia biunivoca.

2342 4 -+ 0 4+ 1 V2 V32

-1.5

Razon Hay situaciones diarias que las podemos expresar en forma matematica, por ejemplo:

« Enun salén de clases por cada 5 mujeres hay 6 hombres, es decir 5.
6
« En una receta de cocina por cada 4 libras de harina se utilizaran 2 libras de
mantequilla, es decir i.
2

Observemos el procedimiento en el siguiente ejemplo:

En una practica de penaltis un jugador tuvo 12 oportunidades y tuvo éxito en 8 de ellos.
¢, Cual es el valor de razén de éxito en relacion con las oportunidades? Responda las
preguntas:
e ¢ Cual es la cantidad base? 12 oportunidades
e ¢ Cual es la cantidad que se compara? 8
« ¢ Como se puede calcular el valor de razén de éxito en relacién con las
oportunidades?
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Practiquemos

1)

2)

3)

4)

9)

Dados los siguientes conjuntos:
T = {x/x € N par, x<12}
Z={xIXx€EN, 5<x=12}
M = {x/x € N impar, 10 < x < 20}

Representémoslos por extensién y en forma grafica segun las siguientes operaciones
entre conjuntos:

a) TUM b) ZNT c) MUZ)-T

d (MUZUT) e) TC ) TAZ

Escribamos por extension los siguientes conjuntos:
a) Conjunto de animales que son aves y ademas son acuaticos.
b) Conjunto de animales que son mamiferos acuaticos.

Investiguemos el producto cartesiano de dos 0 mas conjuntos y luego elaboremos los
siguientes ejercicios. SiA={2,4,6} y C={2,4,6}

a)AXC=
b) C XA=

Escribamos la operacion representada en cada diagrama:

U= U=
- - =/ Angel
c D Amilcar

=S
Miguel

Karla Manuel
p= / Marlon

a) CND b) KUPUS

Resolvamos los siguientes problemas utilizando una estrategia grafica de Diagramas de
Venn.
a) En el aula de cuarto grado hay 43 estudiantes. 23 estudiantes solo juegan futbol,
12 juegan basquetbol y 8 practican los dos deportes.

b) De un grupo de 80 personas: 24 estudian, 30 trabajan y 26 ni trabajan ni
estudian. ¢ En total cuantas personas estudian y trabajan?

c) Dibujemos ejemplos para representar los siguientes diagramas: Diferencia
simétrica, interseccion y operacién complemento.

OO.............0....0.0....O........................‘..O’

® 6 6 6 6 06 0 o o o o o o o o o o o o O o o © o o o O o o o o O o O o o o o O° o 0o
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Numeracion maya y calendario maya

Recordemos

Repasemos los nimeros mayas

] LA —
0000 Py —
I —. ] o o
|
19 27 70 102
— I— () —
I
— XX > a>
106 203 40 100
Practiquemos
1) Escribamos los siguientes numeros mayas como numeros decimales.
= O )=
— <~ SS-)
2 @ XYy
2) Escribamos 149,000 en numero maya.
3) Realicemos las siguientes sumas
oo o oo PP )
%) o — D) mm — O o + ®000



4) Investiguemos como se multiplican los niumeros mayas y elaboremos las
siguientes operaciones:
L I )
A o @ x
5) Resolvamos los problemas.

a)En una escuela hay

en grupos de El . ¢ Cuantos nifios habra en cada grupo?

b) Jeremias tiene E| cajas de manzanas. En cada

caja hay [—=| manzanas.  Cuantas manzanas tiene en total?

6) Realicemos las divisiones, investiguemos el procedimiento.
o0 1
a) -le e b)
(XXX
o O —
7) Investiguemos sobre el calendario maya.

Los meses o 19 grupos o divisiones del Ab’ son los siguientes:

ninos. Para una actividad deciden organizarlos

KanK’in

[EI calendario Ab’, solar o de la cuenta larga esta formado por 365 dias que se agrupan

en 18 meses de 20 dias, mas un mes de 5 dias.

)

-9.-
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Jerarquia de operaciones

Recordemos

*Dos fracciones son equivalentes si:

a_c _. _ . 2_6 _. 0 = 2
;—E,smd—bc,porejemplo E—;,SIZQ 36

Si el numerador o denomlnador de una fraccion es negativo, la fraccion es negativa:

Las operaciones combinadas deben realizarse en el orden que se presenta a continuacion:

[15-(23-10+2)] *[5+ (3*2-4)]-3+(8-2*3) =

1. Operamos con las potencias, productos y cocientes de los paréntesis.
=[15-(18)]*[5+(6-4)]-3+(8-6) =

2. Realizamos las sumas y restas que estan dentro de los paréntesis.
=[-3]*[5+2]-3+2=

3. Operamos en los corchetes.
=-3*7-3+2

4. Multiplicamos.
=-21-3+2=

5. Restamos y sumamos.
=-22

Orden de operaciones en que hay signos de agrupacion.
« Realicemos operaciones que estén dentro de simbolos de agrupamiento, como
paréntesis, llaves o corchetes.
« Calculemos potencias y raices que estén fuera de los paréntesis.
¢ Multipliguemos y dividamos de izquierda a derecha.
o Efectuemos sumas y restas de izquierda a derecha.

Practiquemos

1) 2{25-[(130-22*5)-16]} =
2{25-[(130 — |:|) -16]} = Primero realicemos la multiplicacion indicada dentro del
paréntesis ( ).

2{25 - [|:| -16]} = Luego elaboremos la operacion incluida en el paréntesis ( ).

2{25-[4]} = Realicemos la operacion indicada en los corchetes [ ]y en
las llaves { }.

2*21 = |:| Finalmente multipliquemos.



2) 3-42.2+15+3.V64-1=

3 —-162+15/3*4 -1 = Primero calculemos potencias y raices.

3-32+20-1= Luego realicemos multiplicaciones y
divisiones.

=-10 Finalmente efectuemos las sumas y
las restas.

3) Resolvamos cada inciso:
a)5[(10-4)2+(30-20) 3] =

b)[(6+3)2+(6-1)5][(3+6)3-(5-2)2]=
c)200+20—-35+5[15-(6—-4)3+(5-2)4]=
d)8+9+3-12+3+4=
e)6+20+4-33+4=
f)80+[(18—-6)+3+(24—-4)+ 5] =
9)[12+(5-3)2] = [(10-2) =2 +4] =
h)[(14-4)+5+(10-2)+4]+94+12+2 =

1Ged

N I S N
DGt s

2 4 A2y 1
WG-2)+G+3)+;

4) Resolvamos los problemas utilizando los signos de agrupacion para escribir el
planteamiento matematico de cada uno de los enunciados siguientes:
a) En unatienda Laura comprd 5 libras de frijol que costaron Q 4.25 cada una. También
compro 6 libras de arroz que costaron Q 3.75. Si pagd con un billete de Q100.00,
¢cuanto le dieron de vuelto?

b) El profesor Carlos compré 6 paquetes de 12 galletas y 8 paquetes de 6 galletas
cada uno. El total de galletas se repartié entre 24 estudiantes, ¢ cuantas galletas le
corresponden a cada estudiante?

-11 -
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Numeros complejos y racionalizacion

Recordemos

Raiz de un producto. nla nfc_mla ¢
b d b d

Raiz de un cociente. n

El campo de los numeros.

NUmeros NUmeros
Reales Imaginarios

A 4

7 indice
kva

e

coeficiente radicando

e

NUMEROS COMPLEJOS

Planteo de una ecuacion

Soluciones para cada una

C2mg 3.3 Numeros enteros

2 _2 3,—3 Numeros racionales

= 2 2 :

4 §

V5,vV/=5 Numeros irracionaleé

x? =5

X2 =—9 3i Numeros complejos

.................................................................................................................................... V-r=ri
Practiquemos

1) Utilicemos las propiedades de la potenciacién y de la radicacién para encontrar el

resultado de las siguientes expresiones:

2)8+8 16 — V16 =

b)-0.75+{(%)—0.2}+§* (1—4)2 =



2)

3)

4)

5)

6)

25 —72 —18
a)\/-25 b) T c)V—-24 d) 7 e) NG
Resolvamos:
3[729 _ 4 [10,000 _ 16)° IR
©) |1z d) [ Zaor e[ N (F55) 1=
Investiguemos los numeros conjugados y efectuemos las operaciones
siguientes:
a)—! b) 7 5_; d) 3 e) 5—v—289
3+2i 345i &) o " 3 1+V=16

Escribamos los nimeros en la forma a + bi, en los casos donde sea necesario:

Sumemos y multipliquemos las raices cuadradas de numeros complejos.

a) V=81 +v/=36 b) V=16 V=4  ¢)V=3 (V—45-v-16)

Resolvamos los problemas utilizando los conceptos vistos en este tema.
a) Determinemos el periodo de un péndulo si el tiempo t esta dado en segundos,
la longitud ¢, en metros, para completar un ciclo completo. Si¢=8 m
¢,Cuanto vale t?

p—t
]
[ g
|
|

b) Desde un puente una persona suelta una jarra y observa que golpea el agua
después de 5 segundos. Utilicemos la siguiente féormula para que determinemos la
altura del puente. (d = h).

_ 1 .2
d—zgt

-13 -



Fracciones complejas

Recordemos

b b b
. E+£=ad+bc
b d bd
a ¢ ac
] —_ — = —
b d bd
a _ c a d ad
[ ] e
b d b ¢ bc

Para trabajar con numeros reales tomar en cuenta:

W=

1 2 1 3 1
a + —=—4+ ——=_=_
) 6 6 6

b) 65(6)+§( -2)=-§

Practiquemos

1 Lalye
) 32x (1455 43)-

2 2,.el_g5 _
) (6i+51-8>)27=

D (-G

-14 -

Algoritmos de las operaciones con los numeros racionales

1 1
) ZE*E*Z—l

1 14 1_1
d) 36*@*?*E—9
1
4) 5-+5+_lT—
'1__
9)

4 4

(%+4—%)+(7+E*§]) _



Simplifiquemos utilizando la factorizacion.

6)

7)

8)

9)

1 2 2m
+ T3 z=
m-n m+n m?-mn+n

16 — 81x2
72x%2 +5x—12

a a

x—a a+1

_a __a
a—1 a+1

Descompongamos las expresiones siguientes en la suma o resta de tres fracciones
irreducibles:

a) x-y-m _

xym

b) 4x°—5XY+Y? _
3X

10) Solucién de problemas

a) ¢Cual es la diferencia entre 1562

18 27

b) Los 8 de un numero exceden en 107 a los i
22 26

¢, Cual es el nUmero?

-15 -
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Razon y Proporcion

Recordemos

Razén. Razon de dos cantidades es el resultado de comparar dos cantidades.
Las razones pueden ser: razon aritmética y razon geométrica.

La razon aritmética de dos cantidades es la diferencia indicada de dichas cantidades.

Ejemplo: 7- 4, se lee siete es a cuatro.

La razon geométrica de dos cantidades es el cociente indicado de dichas cantidades.

Ejemplo: . .
jemp E, se lee diez es a cinco.

5

Proporciones. Proporcion geométrica es la igualdad de dos razones geométricas.

Una proporcién geométrica se escribe de dos maneras

a—C . -e L]
Al G a:b:c:d

Los términos @ y 4 se llaman extremos y los términos 4 y ¢ se llaman medios.

Propiedad fundamental de las proporciones geométricas: en toda
proporcion geométrica el producto de los extremos es igual al producto de los
medios, de donde se deriva:

a) En toda proporcion geométrica, un extremo es igual al producto de los
medios dividido entre el otro extremo.

b) En toda proporcion geométrica un medio es igual al producto de los
extremos dividido entre el otro medio.

Practiquemos

Realicemos mentalmente las operaciones.
a) 100 x 3 = 300

b) 100 x 2.5 = 250

c) 0.253 x 1000 = 253

d)24+10=24

e) 5.2 + 100 = 0.052

f) 315+ 1000 = 0.315



2) Realicemos operaciones con fracciones y decimales
1,3 _ 3,2 _ 2,3 _
a) EXZ— b)gXa— 0)7)(;_
6 .3 8 .9 _
d) ;= E= e) . =
3) Escribamos algunos pares de niumeros cuya razén geométrica sea:
a)3 b) 5
o)1 d) 0.25
2
4) Encontremos el término desconocido en las siguientes proporciones.
CE..4- 18 _ &0
a) 2:5:4:x f)54 "
v 04 - 3.4::3.5
b) 8:x::24:36 g)z.x..z.4
c) 0.25:x::25:5 h)x:%::3:5
d) 25.3:6.25::x: 4 )5 % ::x:0.04
3 2%
€) 6 4

5) Escribamos en forma de razon geométrica las situaciones siguientes.

a) En una seccion de 5° bachillerato hay 15 varones y 18 sefioritas (varones
en relacion a seforitas)

b) 250 hectareas de bosque de pino y 300 hectareas de bosque de ciprés
(bosque de ciprés en relacion a bosque de pino).

c) En un pueblo se producen 550 quintales de basura, de ellos 200 quintales
son reciclables (basura reciclable en relacion al total de basura).

-17 -
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Porcentaje e interés

Recordemos

Porcentaje. Matematicamente se define la razén: como el cociente de dos nimeros. En
general, de dos cantidades comparables entre si. El valor de razén 0.5, representa la mitad
de la cantidad base. Esto también se puede expresar como 50% y se lee cincuenta por
ciento, esta expresion se llama porcentaje. El porcentaje se obtiene cuando se considera la
cantidad base como 100. De manera que al multiplicar el valor de la razén expresada con
numeros decimales por 100 se obtiene el porcentaje, como se muestra:

50% 100% (Porcentaje)
|

0
| |
I I I
| | |
I I I
0 1

0.5 (Valor de la razén)

Interés (l). Interés de un capital es el capital al que se van acumulando sus réditos para
que produzcan otros. Las leyes financieras permiten calcular el valor de un capital actual a
través de la suma de los intereses a periodos de tiempo establecidos. De manera que:
« Capital (c): monto de dinero prestado o invertido.
« Tasa de interés (i): es el valor que se paga por un monto de Q 100, se expresa en
forma de porcentaje y requiere que se especifique el periodo de tiempo.
« Tiempo (t): duracion de la inversion o préstamo.

El interés (l) se calcula con la siguiente formula: @ =

1
c I
Practiquemos
1) Encontremos el porcentaje indicado en cada caso.

a) 18% de 80 b) 25% de 180 c) 42% de 3000
1 3
d) > % de 24 €) =% de 360

2) Encontremos el numero cuyo porcentaje esta dado en cada situacion.
a) 35esel 25% de? e)5esel 1% de?

b) 60 es el 50% de? f) 7 es el 40% de?
5 0
c) S5esel - Yo de? g) 19 es el 20% de?

d) 82es el 36% de? h) 3 es el 5% de?



3) Respondamos las siguientes interrogantes porcentuales.
a) 208 es el 8% mas de ?
b) 100 es el 12% mas de ?
c) 40 es el 20% mas de ?
d) 25 es el 50% mas de ?
e) 32 es el 6% mas de ?
f) 547 es el 0.5% mas de ?
4) Resolvamos.

a) ¢,Cual es el numero, si 25 es el 50% menos de ese numero?
b) ¢ Cual es el numero, si 128 es el 4% menos de ese numero?
c) ¢, Cual es el numero, si 56 es el 20% menos de ese numero?
d) ¢,Cual es el numero, si 500 es el 0.8% menos de ese numero?
e) ¢,Cual es el numero, si 15 es el 30% menos de ese numero?
f) ¢Cual es el numero, si 80 es el 25% menos de ese numero?

5) Resolvamos problemas de porcentaje.
a) Una camioneta tiene capacidad maxima autorizada para 50 personas. En un
viaje van 80 personas. ¢ Cual es el porcentaje de pasajeros que lleva la
camioneta en relacion con la capacidad autorizada?

b) En un terreno hay flores sembradas en 40 m?. Esto corresponde al 20% del area
total del terreno. ¢ Cuantos metros cuadrados tiene el terreno?

40

¥ B
Il

Il | |
% o5 i

(1%) (20%) (100%)

¢) Una madre de familia utiliza Q 3,000.00 para cubrir los gastos de su casa.
La forma como distribuye su gasto esta representada en la siguiente grafica:

100

90

otros servicios ——
80

utiles escolares —»

70
medicing ——

20

30

60

-19 -
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Resolvamos:
c.1) ¢,Cual es el porcentaje en comida, en relacion con el total de gasto?

c.2) ¢Cualesel porcentag'e de gasto de medicina, utiles escolares y transporte en
relacion con el total del gasto?

c.3) ¢Cuantos quetzales se gastan en cada uno de los rubros de: comida,
transporte, medicina, utiles escolares y otros servicios?

d) Una organizacion de la comunidad tiene un fondo de Q 35,000.00. La forma como se
distribuye para invertirlo se muestra en la siguiente grafica:

otrgs o
100 limpieza
‘/1 0

mantenimiento
de camino 90

construccion 80

de tumulos 20

70
prevencion

para desastres
60

30

mantenimiento
de agua potable

Respondamos:
d.1) ¢,Cual es el porcentaje de cada rubro: limpieza, mantenimiento de agua

potable, prevencion para desastres, construccion de tumulos y mantenimiento
de camino en relacion con el total?

d.2) ¢ Cuantos quetzales se gastan en cada inversién?
d.3) ¢ En qué se gasta mas?
d.4) ¢, En qué se gasta menos, aparte del rubro otros?

e) El precio original de una refrigeradora es de Q 4,399.00. Si el vendedor ofrece un
descuento de Q 399.00 al comprarla al contado, ¢ Qué porcentaje del precio equivale
el descuento?

f) Un extractor de oIores';)ara cocina cuesta Q 899.00, si hacen una rebaja del 0.5%
¢, Qué precio se pagara”



6)

7)

8)

9)

10)

Calculemos el interés en los siguientes casos:

a) Un préstamo de Q 4,500.00 a 5 anos a una tasa de interés del 8% anual.

b) Un préstamo de Q 9,000.00 a 3 afios y 8 meses a una tasa de interés del 12%
anual.

¢,Cual fue la cantidad de dinero en quetzales que prestd Pablo si pagé Q 18,000.00 de
interés por un préstamo a una tasa de 12% de interés anual durante 6 meses?

Bessy dispone de Q 48,000.00 para invertir en un fondo que paga el 14% de interés
anual simple. ¢ Cuanto tiempo debe dejar su dinero en el fondo para recibir
Q 48,000.00?

¢ A qué tasa de interés simple mensual se deben prestar Q 800,000.00 para que en un
afno produzcan Q1,600,000.007?

José solicita un préstamo de Q 300,000.00 al 4% de interés mensual. ¢ Qué cantidad de
dinero habra pagado en intereses durante 2 afios? Tomar en cuenta que:

| __c | T(meses)

4 100 1
[ 300,000.00 24
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Regla de tres simple y compuesta

Recordemos

Razén

La razdén se entiende como la relacion entre dos términos consecutivos de la sucesion,
denominados antecedente y consecuente, siendo esta relacion la diferencia en el caso
de las progresiones aritméticas y el cociente en el caso de las progresiones geométricas.

Proporciéon

La relacidn de proporcionalidad puede ser directa o inversa, es directa cuando a un
mayor valor de A se le coloque un mayor valor de B; y es inversa, cuando a un mayor
valor de A corresponde un menor valor de B.

Regla de tres simple directa

YA

J

La regla de tres simple directa se fundamenta en una relacién de proporcionalidad, por lo
que rapidamente se observa que:

B_Y_
A X £

Ejemplo:
Si necesito 8 litros de pintura para pintar 2 habitaciones.
¢cuantos litros necesito para pintar 5 habitaciones?

Este problema se interpreta de la siguiente manera: la relacién es directa, dado que, a
mayor nimero de habitaciones hara falta mas pintura, y lo representamos asi:

Planteo

Habitaciones litros de pintura
4 16
5 Y

Respuesta: Y = 16 *5 = 20 litros de pintura
4



Regla de tres simple inversa

En la regla de tres simple inversa, en la relacion entre los valores se cumple que:
A*B=X*Y=e

Ejemplo:
Si 8 trabajadores construyen un muro en 15 horas, ¢j,cuanto tardaran 5 trabajadores en
levantar el mismo muro?

Si se observa con atencion el sentido del enunciado, resulta evidente que cuantos mas
obreros trabajen, menos horas necesitaran para levantar el mismo muro (suponiendo que
todos trabajen al mismo ritmo)

El total de horas de trabajo necesarias para levantar el muro son 120 horas, que pueden
ser aportadas por un solo trabajador que emplee 120 horas, 2 trabajadores en 60 horas,
3 trabajadores lo haran en 40 horas, etc. En todos los casos el numero total de horas
permanece constante.

Planteo

Trabajadores horas
8§ _ 15 Y = 8* 15= 24 horas
5__ Y 5

Respuesta: 5 trabajadores tardaran 24 horas.
Regla de tres compuesta

Plantear problemas que involucran mas de tres cantidades conocidas, ademas de la
desconocida.

Ejemplo:

Si 12 trabajadores construyen un muro de 100 metros en 15 horas, ¢,cuantos
trabajadores se necesitaran para levantar un muro de 75 metros en 26 horas?

-23 .-
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En el anterior problema aparecen dos relaciones de proporcionalidad, se ha incluido una
relacion inversa y otra directa.

En efecto, si un muro de 100 metros lo construyen 12 trabajadores, es evidente que para
construir un muro de 75 metros se necesitaran menos trabajadores.

Cuanto mas pequefio es el muro, menos numero de obreros precisamos: se trata de una
relacion de proporcionalidad directa.

Por otro lado, si disponemos de 15 horas para que trabajen 12 obreros, es evidente

que disponiendo de 26 horas necesitaremos menos obreros. Al aumentar una cantidad,
disminuye la otra: se trata de una relacién de proporcionalidad inversa.

El problema se enunciaria asi:

Metros horas trabajadores
ic0 .15 12
7% 26 Y
Solucién: v = 12°75*15
100*26
- 13,500 _
Y 2.600 5.19

Respuesta: Levantaran un muro de 7m en 26 hrs, 5 trabajadores.

Practiquemos

1) Investiguemos una situacion problema que nos represente magnitudes de
proporcionalidad directa, comprobemos que si tenemos dos magnitudes
directamente proporcionales, entonces

3—;= k, k es constante de proporcionalidad

y la relacion es y = kx. Demos valores a x como 0, 1, 2, y representemos la
relacion en una grafica.

distancia representada
distancia real

2) Como la escala de un mapa esta determinada por
1

grafiquemos y determinemos si son proporcionales las horas dedicadas al estudio
y las notas que obtenemos.

® © ¢ 6 6 6 6 0 o o o o o o o o o © o O o o o o o o o o o o o o o O ©°o o o o o
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3) Completemos los espacios si las aseveraciones son proporcionales y si no son
expliguemos por qué.

a) Depésitos de una cuenta bancaria y el dinero que queda en el banco en esa

cuenta.
Si No
b) En una celebracién de cumpleanos cantidad de nifios y cantidad de dulces que
se reparten.
Si No

c) Kildmetros recorridos y gasolina gastada.

Si No

d) Cantidad de obreros y horas trabajadas.

Si No

4) Resolvamos los siguientes problemas utilizando la teoria de regla de tres simple directa
e inversa y de regla de tres compuesta. Consultemos bibliografia para ampliar el tema y
comprender la resolucién de los mismos.

a) 3 maquinas de una fabrica, producen los articulos de un pedido en 3.5 horas.
¢ En cuanto tiempo se producen los articulos si hubiera 6 maquinas trabajando?

b) 4 hombres han trabajado 10 horas diarias y han hecho 100 metros de una obra
en 10 dias. ¢ Cuantos dias necesitaran 8 hombres, si trabajaran 5 horas diarias, y
tienen que hacer 80 metros de la misma obra?

c) Si4 libros cuestan Q454.00 ¢ Cuanto costaran 20 libros?

d) Unos albaiiles han hecho una obra en 10 dias, han trabajado 8 horas diarias.
¢, Cuantos dias hubieran tardado para entregar la obra si hubieran trabajado 10
horas diarias?

e) Se emplean 20 hombres durante 8 dias, trabajando 6 horas diarias, para cavar
una zanja de 30 m de largo, 12 m de ancho y 8 m de profundidad. ¢ Cuantos dias
necesitaran 10 hombres, trabajando 4 horas diarias, para cavar otra zanja de 20 m
de largo, 6 m de ancho y 12 m de profundidad, en un terreno escabroso?

® © 6 6 0 6 0 0 0 0 0 6 o o o o O o o o O o o o o o o o o o o o o o o o o © o o o o o o o o o o o o o o 0o o 00
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un medio de circunferencia

Area del rombo = diagonal mayor * diagonal + 2 L | A — (circunferencia + 2) * radio

=11 * diametro + 2 * radio
= 71 * radio * radio

° °
. £ :
: Area .
[ ] [ ]
[ ) [ )
. Recordemos .
. Calculo de area de figuras geométricas. o
[ ] [ ]
[ ) [ )

[ ]
: f4 cm . ) i
| ; a f fi °
¢ 3cm ] l ] | 4 ?'n pamsasy .
[ )
E [ ]
° ~—_ 6cm___— YA .
° Area del rectangulo = largo * ancho  Area del cuadrado = largo * lado Area del romboide = base * altura .
N =6°3=18 =4*4=16 =6*5=30 .
° = 18 cm’ =16 cm’ =30 cm’
[ ] [ ]
[ )
[ )
° A base menor °
F ‘L\. =hia [ )
. 2t ‘ .
¢ i
= °
: D . c base mayor .
° Area del tridngulo = base * altura + 2 Area del trapecio = °
o {base mayor + base menor) * altura + 2 °
[ ] [ ]
[ ] [ ]
° A iagonal °
° mayor °
[ ] B D [ ]
—_— [ )
: . i : .
° diagonal f radio
. menor C .
[ ] [ ]
[ ) [ )
[ ] [ ]
[ )
[ )
° = TIr* [ ]
[ ) [ )
[ ] [ ]
. [ )
¢ Practiquemos o
[ ]
[ )
¢ 1) Calculemos el area de las figuras geométricas. .
[ ]
[ ) [ )
[ ]
[ ]
° a) b) c) 4cm 4cm °
° 5m °
° dcm 3cm 3cm :
: 5m 6cm 2cm 6cm °
2cm .
[ ]
[ )
[ )
° 10cm L4
® °
® °
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d) e)
5m
7m

10 cm

3.5cm

6.5 cm

2) Calculemos el area de la parte pintada.

A

3) Calculemos el area de un terreno que tiene 23 metros de largo y 10 metro de ancho.

h) i)
8m m
) m

9m
|
|
I

y 4

23 m
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4) Calculemos el area de un terreno que tiene las siguientes medidas:

32m

12m

26 m

14 m

5) Don Carlos va a cambiar el piso ceramico en su casa. La forma y medidas de la casa
se presentan a continuacion. Si un metro cuadrado de piso ceramico tiene un valor de
Q 63.25, 4 calculemos cuanto gastara Don Carlos en el cambio de piso de su casa?

20.5m

9.75m

6.5m 6.5m

6) Un terreno tiene las medidas como las que se presentan en el dibujo siguiente.
Calculemos el area total del terreno, sabiendo que: AC = 35 m, BH =15 m, AD = 42
m,CF=175myGE=125m




7) Un terreno tiene las medidas como las que se presentan en el dibujo siguiente.

Calculemos el area total del terreno, sabiendo que: AB =45 m, JC=73m, BK = 15
m,JL=20m, IE=54 m, ED =19, IH =23, HF = 20, MG = 15. Si el metro cuadrado

de ese terreno tiene un precio de Q 92.00, ¢ cuanto es el precio total?

A

Volumen

Recordemos

Calculo del volumen de cuerpos geomeétricos.

5cm

3cm

8cm

Volumen del prisma = largo * ancho * altura

10 cm

Volumen del cilindro = area de la base * altura

Volumen del cono =

1
3

* area de la base * altura

7 cm 7 cm

7cm

Volumen del cubo = lado * lado * lado = I3

Volumen de la piramide * area de la base * altura

Volumen de la esfera = % B
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. Practiquemos
: 1) Calculemos el volumen de los siguientes cuerpos geométricos.
[ ]
[ ]
: a) S <m b)  14em c)
: e 15 cm
[ ]
. 6cm 7 cm
° 15cm
[ ]
15cm
° 2cm
[ ]
[ ]
[ ]
. d) e) f)
® 25m
° 2.75m
[ ]
° om 3.25m
[ ]
[ ]
[ ]
. 1.25m
° 3.25m 0.75m
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
° 9) h) )
® 12¢
[ ]
° 12m
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
¢ 8cm 8cm 3m
° 5m
[ ]
: 2) Encontremos el volumen de una piscina que tiene las medidas tal como se presentan
° en el dibujo siguiente:
° 25m
[ ]
° 125 m
[ ]
[ ]
[ ]
. 25m
[ ]
[ ]
[ ]
[ ] [ ]
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3) Encontremos el volumen de un silo para guardar maiz que tiene las medidas tal como

se presentan en el dibujo siguiente:
1.80 m

225m

N

4) Encontremos cuantos metros cubicos de abono organico, se necesitan para un jardin
de forma cilindrica con una abertura en el centro, tal como se muestra en el dibujo.

125m 35m

0.85m

5) Calculemos el volumen en cm?® de una caja de 0.6 metros de largo, 3 decimetros de
ancho y 220 milimetros de alto.
Elabore un dibujo para el problema.

6) En un almacén de dimensiones: 5 metros de largo, 3 metros de ancho y 2 metros
de alto, queremos almacenar cajas de dimensiones de 10 decimetros de largo, 6
decimetros de ancho y 4 decimetros de alto. ; Cuantas cajas podremos almacenar?
Elabore un dibujo.

7) ¢, Cuantos azulejos cuadrados de 20 cm de lado se necesitan para recubrir una pis-
cina de 10 metros de largo, 6 metros de ancho y 2 metros de profundidad?
Elabore un dibujo.

OO....‘.0....0.0....O......O......O..........‘......‘..O.
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Medidas de tendencia central

Recordemos

Estadistica. Rama de la matematica que utiliza grandes conjuntos de datos numéricos para
obtener inferencias basadas en el calculo de probabilidades (RAE).

Promedio. Cantidad igual o mas préxima a la media aritmética, en la siguiente tabla se
muestra el nimero de horas que Rolando se dedica a la mecanica, durante una semana.
¢, En promedio cuantas horas se dedica a su trabajo por dia?

| Dia__| Lunes | Martes |Miércoles | Jueves | Viernes | Sabado |
4 | s | 3 | 4 | 5 | 4 |

| Horas |

4+5+3+4+5+4 _ 25

Observemos la solucion: -
6 6

=4.17 horas

Poblacién. Conjunto del cual se estudian una o varias variables estadisticas.

Muestra. Esta determinada como un subconjunto de la poblacion.

Tabulacion. Expresar valores, magnitudes u otros datos por medio de tablas.
Probabilidad. En un proceso aleatorio es la razon entre el nimero de casos favorables
y el numero de casos posibles. La probabilidad de algun evento P(E) es la razén entre los
casos favorables al evento y el nUmero total de eventos.

Numero de resultados favorables al evento E

P(E)=

Nuamero total de eventos vosibles

Practiquemos

1) Elaboremos un pictograma representado con los emoticones que tenemos a
continuacion, para eso elaboremos una encuesta que los estudiantes del aula
contesten sobre diferentes estados de animo, en un dia determinado.

o\

00 00 0 0
\_/ N () ~
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2) Representemos en un grafico de barras el cuadro de flores y obtengamos el promedio de

produccion.

Produccion de flores

Clases de flores Cantidad
Claveles 200
Rosas 600
Cartuchos 450
Geranios 500
Orquideas 650
Crisantemos 620
Gerberas 720

3) Investiguemos cdmo se elabora un grafico circular y elaboremos un grafico utilizando
la informacion del cuadro. Tomar en cuenta que debemos calcular los porcentajes.

ersonas
90

Radio

Television 180
Cine 60
Teatro 60
Deporte 126
Baile 84

100
90 10

80 20

70 30

60 40
50

4) Interpretemos la grafica poligonal y contestemos las preguntas que se formulan al
respecto de la misma.

(centigrado)

20°C

10°C

Temperatura desde las 6 hasta las 4

6:00 7:00 8:00 9:00 10:00 11:0012:00 1:00 2:00 3:00 4:00

a.m.

p.m. (hora)
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a) ¢ Qué temperatura hubo a las 12 del mediodia?

b) ¢ A qué hora se dio una temperatura de 18 grados centigrados?

) ¢,A qué hora se dio la temperatura mas alta?

d) ¢, A qué hora se dio la temperatura mas baja?

5) Contestemos la informacién observando la siguiente grafica poligonal que representa
los quintales de maiz que han cosechado dos familias durante 10 afios.

(quintales)
70

60

50

40

30

20

10

Quintales de maiz cosechados

V4
y A
y A
V4
y A
y 4
V4
y A
y 4
V4
V4
y 4
7

-
T

V4
v A
vV 4
v 4
y 4
y A
y A
VA
vV 4
y 4
v A
v A

AY
A ¥
A ¥
A ¥
\
A ¥
A ¥
\
\
\
\
\
A ¥
\
\

i

@l

L
[ob
py

14
TCH /
LN ]

1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006( )
afno

a) ¢, Qué familia cosech6é mas en 19987

b) ¢ En qué afio cosecharon la misma cantidad de quintales?

c) ¢En qué ano cosecho mas la familia Garcia que los Rodriguez?
d) ¢ En qué afio cosechd mas la familia Rodriguez que los Garcia?
e) ¢En qué afo hubo mas diferencia de cosecha de las dos familias?

f) ¢ Cual es el promedio de produccién de cada familia de 1997 al 20047



6) Calculemos la media aritmética de los puntos obtenidos por Josselyn en las 6 asignaturas,
con base en 100 puntos.

Comunicacion y lenguaje 89 puntos
Matematica 98 puntos
Ciencias naturales y tecnologia ---------------- 92 puntos
Educacion fisica 100 puntos
Formacién ciudadana 67 puntos _
Productividad y desarrollo 78 puntos X=
7) Las edades de diez nifos son: 15, 12, 9, 11, 9, 8, 13, 10, 8 y 14 afios.
¢ Cual es la edad promedio?
8) Investiguemos el valor de la mediana en los siguientes ejercicios:
a)9,8,12,13,14,13,12,7,8,9, 11, 13, 15
b) 123,124,125,134,138,138,139,126,127
9) Sabiendo que la formula para determinar la mediana es:
N
E —fai .
Md = Li + l
Cada elemento de la férmula significa:
Li= limite real inferior del intervalo donde se encuentra la mediana
= numero de datos
fai = frecuencia acumulada anterior al intervalo donde se encuentra la mediana

= frecuencia del intervalo donde se encuentra la mediana
i= tamarno de clase

Investiguemos la aplicaciéon de la misma para las siguientes distribuciones:

x| i W x|
40 200 7

3
85 5 125 8
80 7 150 9
70 3 50 11
75 2 80 1
55 1 145 2
60 1 230 5
55 2
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10)

11)

12)

13)

-36 -

Investiguemos en el grupo de estudiantes la edad, estatura y peso de cada uno, luego
calculemos el promedio de cada variable.

Observemos el cuadro del estado del tiempo y determinemos ¢ cual es la moda en
ese periodo de tiempo?

Ahora 15:00 16:00 17:00 18:00 19:00 20:00 21:00

25°C 4
25°C (( «
23°C K
23°C
20°C
18°C
17°C
15° C

Para calcular la moda en datos agrupados utilizamos la siguiente férmula:

Aq .
Aq -Hﬁz] t

Mo = Li+ |

Cada elemento de la férmula significa:

Li = Limite inferior del intervalo donde se encuentra la moda
Diferencia entre la frecuencia mayor y la frecuencia anterior
Diferencia entre la frecuencia mayor y la frecuencia posterior
Tamafio de clase o amplitud del intervalo

- BB
(|

En la siguiente tabla se muestran las calificaciones (necesita mejorar, regular,
aceptable, excelente) obtenidas por un grupo de 50 estudiantes. Calculemos la
moda, utilizando todos los datos de la férmula.

| Notas | x | i |
0-5 15 3

5-7 20 10
7-9 12 6
9-10 3 3

Investiguemos y calculemos la mediana y la moda de un grupo de notas obtenidas por el
grupo de estudiantes de matematica.



14) En el siguiente recuadro observamos las notas del alumno Benjamin, contestemos:

a) ¢Cual es el promedio?

Calificaciones de Benjamin

150
@ 100
°
Z 50
° Comunicacion ;o matica Quimica Fisica Biologia Expresion
y lenguaje Artistica
| Notas 56 89 97 65 63 36

15) Calculemos la probabilidad de que Jorge se gane el premio de una rifa donde se vendieron

60 numeros.

16) Calculemos la probabilidad de que al lanzar un dado suceda lo siguiente:

a) Caiga un numero par

b) Caiga un nimero menor que cinco

¢) Un ndmero par y menor que cuatro

17)  Un cubo tiene sus caras con las letras A, B, C, D, E y F. Si lo lanzamos al aire,
¢,Cual es la probabilidad de obtener la letra D?
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Loégica matematica

Recordemos

Légica: es la ciencia que estudia los métodos o procedimientos que aplican definiciones y
leyes con el objetivo de determinar la validez o invalidez de las inferencias, razonamientos o
argumentos.

Proposicidn: es un enunciado del cual podemos afirmar si es verdadero o falso en forma
exclusiva. Ejemplo: Enero es el primer mes del afio.

Valores de verdad: toda proposicion se puede calificar como verdadera (V) o falsa (F).
Negacion: la negacion de una proposicion es la que invierte o cambia su valor de verdad.
Ejemplo:

p:1,2,3,4,6y 12 son los divisores de 12 (V).

La negacion de la proposicion anterior es: -p: 1, 2, 3, 4, 6 y 12; no son los divisores de 12 (F).

Tabla de verdad de la negacion. n“

Vv F
F V

Proposiciones simples: son aquellas que no contienen conectivos u operadores. Esto es,
no podemos obtener otras proposiciones, ni siquiera el término no.
Ejemplo: Amanecié un dia nublado.

Proposiciones compuestas: estan constituidas por mas de una proposiciéon simple
unidas por términos llamados operadores o conectivos légicos.

Ejemplo: Ana compré un carro y una casa.
Conectivo | Simbolo |
y

A

o] v

Si... entonces —
Siy solo si >
No =

Valores de verdad de proposiciones compuestas.
Conjuncion: es una proposicion compuesta de dos o mas proposiciones simples mediante

RGN o | q | pAg |
PAQ

Vv

minI<|<
mI<|T<

F
F
F
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Disyuncién: una proposicién disjunta se construye enlazando dos proposiciones simples
con el conectivo o (v).

. p | 9 | pvg |

<

nimn<|<
TI<|m<
TI<I<|I<

Implicacion: una proposicion compuesta es implicacion cuando sus componentes estan
relacionados por el conectivo si...entonces (—).

T
<|<|m|< @
Ko

mimn<|<
i< |nI<

Doble implicaciéon o equivalencia: una proposicion compuesta es equivalente cuando
cada componente implica al otro, su simbolo es <, se lee si y solo si.

. p | 9 | poq |

!

nin<|<
TiI<|m<
<|m|m|<

Férmulas légicas: son expresiones que se forman con variables, conectivos légicos y
signos de agrupacion.

Ejemplo: (p—q) v~ (pAQ).

Las férmulas logicas se clasifican en:
« Consistentes: cuando es verdadera por lo menos en una de sus interpretaciones.

« Tautolégicas: cuando es verdadera en toda interpretacion posible.

« Contradictoria: cuando es falsa en todas sus interpretaciones.
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Practiquemos

1) Escribamos el valor de verdad de las siguientes proposiciones dentro del paréntesis
(V: verdadera, F: falsa).

a) p: Guatemala es un pais centroamericano.
b) s:9 es un numero primo.

c) n5<7<10

d t.6*2 =15

e) g:10+3=3+10

f) c¢: 3 esmenorque?7

AN AN AN AN SN~
— N N N S

2) Encontremos al menos un valor de x para que la expresion se convierta en
proposicion verdadera y otro valor de x para que se convierta en falsa.

a)x<-5 b)x*-~9=0 c)-3<x<5
d)3x+1=-2 e)15x° +9x—-24 =0 f)§-3=10
g); +3=1

3) Escribamos tres proposiciones simples y cuatro proposiciones compuestas.

4) Construyamos y respondamos si son verdaderas o falsas las siguientes
proposiciones compuestas
p: la mariposa es un insecto
q: el perro es un mamifero

a)pAq b)g—p c)pvgq d)~pA~q
e)p<q f)~q—~p g)~pv~q

5) Evaluemos las siguientes férmulas légicas e indiquemos si son tautologias,
contradicciones o ninguna de las dos.

a)(pAg)—(qvp) b) (pAQ) < (qVp)
c)(p—q)e—~(QA~p) d(Pp—q) < (~qg—~p)
e)~(~p)ep
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6) Mario, Clara, Samuel y Karina fueron contratados como entrenadores de un Instituto de
Telesecundaria. Los puestos fueron de entrenador de baloncesto, tenis, natacion y voleibol.
La hermana de Mario esta entre los contratados y entrenara en tenis. Ni Mario ni Samuel
han jugado baloncesto ni saben como entrenar a esos deportistas. Karina nunca aprendi6 a
jugar tenis. A Samuel le disgustan los deportes de raqueta. ¢ Quién fue contratado para cada
deporte?

7) En una carrera de ciclismo contra reloj, cinco ciclistas terminaron dentro de los mismos 8
segundos. El primer ciclista llegd un segundo adelante del ciclista 4, que no fue el ultimo. El
ciclista 2 lleg6 seis segundos antes que el ciclista 5, que llegd tres segundos detras del ciclista
1, el cual a su vez, llegé cinco segundos después del ciclista 3. 4 En qué orden llegaron los
ciclistas?

8) Roberto pregunté a cuatro de sus amigos: ;como se ordenarian ustedes respecto a sus
edades de mayor a menor? A lo que cada uno contesté:

Jorge: mi amigo Byron es mayor que yo.

Byron: Tomas es mayor que yo.

Tomas: yo naci antes que Jorge.

Cristian: Yo soy mayor que Byron y menor que Tomas.

Analicemos las respuestas anteriores e indiguemos el orden pedido por Roberto.

9) De tres numeros: %, ¢, 3, se sabe que x €s menor que ¢, y que ¢ es menor que %, a partir de
lo anterior, se concluye que:

a) # es mayor que ¥
b) ¥+ es mayor que %
C) ¥y # son iguales

d) ¢ es mayor que #

Analicemos las respuestas y elijamos la correcta.

10) Para llegar a la escuela, un alumno debe caminar 240 pasos, ¢ Cuantos minutos tardara en
llegar si da cuatros pasos en la tercera parte de un cuarto de minuto?

® © 6 6 0 6 0 0 0 0 0 6 o o o o O o o o O o o o o o o o o o o o o o o o o © o o o o o o o o o o o o o o 0o o 00
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Expresiones algebraicas

Recordemos

Para trabajar con numeros reales tomar en cuenta que:

Expresioén aritmética Expresioén algebraica

2a%b®, entonces 2 es el coeficiente numérico y a?b®/c es el coeficiente literal
c

g B o am
Propiedades de la potenciacion: a™ * a" = a ™" F=am™ (ama=am™

Practiquemos

1) Encontremos el valor de cada variable

a) Valor numérico del Valor de la variable
monomio

b) Razonamiento: verifiquemos si la descomposicion en factores primos es correcta.

Luego de verificar coloquemos un v si estamos de acuerdo.
a) 49,000 = 8 * 12549
b)2,352 =24*3*72

c)4,488 =8*3 *11*17

OO

d) 1224 =2°*32*17



2) Encontremos el valor numérico de:

a) 4mvV2b3b* sim = % y b =i
b) 3V64b3c3 sib= 21—3 y ¢ =§

3) Encontremos el valor numérico de las expresiones algebraicas siguientes

1 1
= == = _ - = m=2
a=4 I:)4 c 3 p=9
2
a) §a3bc2
—a3
b
) »
3

c) 3a?-a-10

d) V49 ++V4b-V9m+7

e) 4am?+ 4m’ba-2m?b + 4bp

Resolucion de problemas (Aplicando la formula)

4) Calculemos el area de un trapecio de 9 cm de altura cuyas bases miden 7 y

9 cm respectivamente.
P base menor

base mayor +base menor )"h h=9cm

Area (trapecio) = ( i

base mayor

5) Encontremos el volumen de un cilindro cuyo radio mide 7m y cuya altura mide

V =nar¢h .

6) ¢,Cual es el volumen de una pelota de futbol cuyo diametro mide 6.3
pulgadas?

4
V =-nr
3
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Factorizacion

Recordemos

Propiedad
conmutativa

de lasumay
multiplicacion

atb=b+a
a*b=b*a

(a+tb)+c=a+(b+c)

Propiedad
asociativa
de lasumay
multiplicacion

(ab)c = a(bc)

Propiedad
distributiva

a(lb+c)=ab +ac

Algunas de las propiedades de los numeros Reales.

Propiedad del
inverso aditivo

a+(a)=0

Algunos temas fundamentales.

Factorizacidon de polinomios

1) Factoricemos polinomios utilizando el factor coman.

a) 24x*-18 e)
b) 21m?+ 14m f)
c) 14x*+21x3+9x? g)
d) y?-6y+2y—-12 h)

2) Factoricemos utilizando la diferencia de cuadrados.

a) x2-64 d)
b) 16y?-9z2 e)
c) a’b?-16 f)

-44 -

Propiedad
del inverso
multiplicativo

a*1=1,a$0
a

Operaciones con Maximo comun divisor Multiplicaciones de Férmulas generales de
enteros polinomios productos

m(a+b)=mazmb
(@t b)>=a?+2ab+b?

(atb)(a-b) = a2 — b2
(r+a) (v+b) =#*+(at+b)r+ab

(atb)’*=a’+3a’b+3ab’+b®

« 3+(-5) =-8 MCD de: «2a(4a+5)=

e B6+(4) =2 « 12y9es3 8a%+ 10a

e 4+(-7) =-3 Sus divisores son:

« 7-(-3) =10 12: 1,2,3,4,6,12 -

.+ -8-(5) =-3 9:1,39 7))

. ¥ +3x-28

« (3)(4) =12 MCD de:

. (6)(3) =-18 . 6y12esb * (3m+5)(4m-7) =

. 9+(3) =-3 . 6,12,15es3 12m?—m - 35
Practiquemos

cd+3c—-3d-9
t—11t2+t-11
X+ 2x2+x+2

u?+ uv —4u —4v

25— (y -3y



3) Factoricemos trinomios de la forma x2 + bx + c.

a) x2+5x+4 f) n?2-4n-21
b) a2 +2a-8 g) x2-10x+24
c) m*-m-20 h) x?-21x+ 96
d) h?-6h+38 i) a’-3a-10
e) y>’+7y-30 j) a*+2a-24

4) Factoricemos trinomios de la forma ax? + bx + c.

a) 3a’+4a+1 e) 5m?+7m+2
b) 8t2-6t-5 f) 6c2+4c-2
c) 2a*’-13a+20 g) 5S5Sm?+7m+2
d) 2y?+9y-35 h) 2x2+3x-2

5) Grafique un trinomio cuadrado perfecto.

(@a+b)>=a%+ 2ab + b?
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Ecuaciones de segundo grado

Recordemos

Propiedad del factor cero.
Si u y v son factores: usv = 0, entonces u=0 o v=0

Raiz cuadrada

1. V/25=5 2. V144 =12 3. V625=25

Valor numérico.
1) 4x-5, six=2

4x-5=4(2)-5  sustituimos valores
=8-5 calculamos
4x-5=3

2) 5a+3b Sia=-2yb=4

5a +3b = 5(-2)+3(4)
=-10+12
=2

3) n+Vabc Sia=2,b=4,c=8yn=-5

n+Vabc = - 5 + V(2)(4)(8) = - 5 + V64
=-5+8 =-5-8 \ -8
n+Vabc = 3 n+Vabc = - 13

Resolucion de ecuaciones.
1) 4x-7=2x+3
A -7+ 72X =2x + 3 + 7/% Agrupacion de términos semejantes, utilizando
propiedad del inverso aditivo.
4x-2x =3 +7 — > Cancelacion de inversos aditivos.

2x =10 > Reduccioén de términos semejantes.
2x {%) =10 {%) > Propiedad inverso multiplicativo.
2x = 10 » Simplificacion de fracciones.
2 2
x=5
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Practiquemos

_ . —b +Vb?% — 4ac
1) Resolvamos ecuaciones utilizando la formula: x = 2a
a) 3¥-52+2=0
b) 2¥#-x-6=0
c) 3+4-15=0
d 5°-7r-90=0
e) 27#+12¢x -7=0

2) Resolvamos ecuaciones cuadraticas por medio de factorizacion.

a) 2+5¢+6=0

b) #+2¢-24=0 (x+2)(x-3)=0
C) 242—6r+4=0

d) 62=10-11x x+2=0 x-3=0
e) 7x=15- 302 X =-2 X, =3

3) Resolvamos problemas.

a)

b)

d)

La suma de un numero positivo y su cuadrado es 240. Encontremos el numero.

Se va a construir una caja abierta con una base cuadrada utilizando 880 cm?
de material (véase figura). ¢ Calculemos cuales deberan ser las dimensiones
de la base si la altura de la caja es de 6 cm?

(Pista: el area de la superficie esta dada por S = 42 + 444).

6cm
. \'2
x/

Z

La altura de un tridngulo es 4 centimetros menor que su base. Encuentre la
base y la altura del triangulo si su area es de 70 centimetros cuadrados.

x-4

| «—X—>|

Una bodega de granos basicos de forma rectangular tiene un area de 330
metros cuadrados. El largo de la bodega es 7 metros mayor que su ancho.
Encontremos las dimensiones del piso.

Un objeto se lanza hacia arriba desde una altura de 64 pies con una velocidad
de 48 pies por segundo. Encontremos el tiempo, t que le toma al objeto llegar
al piso resolviendo la ecuacion:

-16t2 + 48t + 64 = 0.

OO.............0....0.0....O........................‘..O’
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Triangulos

Recordemos

Clasificacion de triangulos.

Por sus lados Por sus angulos

El triangulo que tiene 3 lados desiguales se Rectangulo. Que tiene un angulo recto o
llama triangulo escaleno. varios.

AL |

El triangulo que tiene 3 lados iguales se llama Acutangulo. Que tiene 3 angulos agudos o
triangulo equilatero. sea menores de 90°.

A AV

El triangulo que tiene 2 lados iguales se llama Obtusangulo. Que tiene uno o mas angulos
triangulo isésceles. obtusos o sea mayores de 90°.

A =

Rectas y puntos notables en el triangulo.

a) Mediatriz. En cada triangulo existen tres mediatrices, una de cada lado, como se ven
a continuacion:

/ Punto medio
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b) Bisectriz. Es la semirecta que parte del vértice de un angulo y lo divide en dos

artes iguales.
p g A
O h~
C

c) Altura. Es lalinea perpendicular que se traza desde un vértice, al lado opuesto o
a su prolongacion.

h
h
a
n
a

B

Tridangulos semejantes. Dos triangulos son semejantes si tienen los mismos angulos
congruentes y sus lados opuestos son proporcionales.

Angulos iguales:
A=A"E=E"; O =0

IO
= AEO y A'E'O’ son semejantes

O]

AN E A N\ E'
(0} o'

® © 6 6 0 6 0 0 0 0 0 6 o o o o O o o o O o o o o o o o o o o o o o o o o © o o o o o o o o o o o o o o 0o o 00

® 6 6 6 6 06 0 o o o o o o o o o o o o O o o © o o o O o o o o O o O o o o o O° o 0o

- 49 -



Triangulos congruentes. Dos triangulos son congruentes si sus lados correspondientes
tienen la misma longitud y sus angulos correspondientes tienen la
misma medida.

YA
FGH = XBM

Mediatriz.  Es la perpendicular en el punto medio de cada lado. Existen tres mediatrices que
se denominan con la letra M y un subindice que indica el lado.

A

Teorema de Pitagoras. En un triangulo rectangulo el lado mas largo se define como la
hipotenusa y los otros dos lados como catetos. El teorema de
Pitagoras demuestra que el cuadrado de la hipotenusa es igual a la
suma de los cuadrados de los catetos.

Cateto a

Cateto b
cz=ai+b2 az=ci—b2 b2=1:2—a2
c =Va? + b*? a =Vc? —b? b =+c? - a?
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Practiquemos

1) Calculemos el perimetro de los siguientes triangulos. Tomemos en cuenta las
medidas de cada figura.

a) 6cm b) 2.7cm

5cm 1.6cm

4cm 2.9cm

2) Tracemos la altura de los siguientes triangulos.

a) \ b) o)

3) Calculemos la medida del area de los triangulos siguientes.

a) b) m
6m
12m
8cm

4) Determinemos el area de la siguiente figura.

6cm

a)

10cm
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b) Practiquemos la manera de trazar un triangulo equilatero.

1. 2. 3. 4,

I C— B||A== —B A% —B || A

5cm “Bom . “som Bem 5cm

5) Determinemos si en cada caso podemos construir un triangulo, si no es posible
deberemos justificar nuestra respuesta.

a) a=1cm, b= 2 cm, c=2cm
b) L=70°, S=70°, R=70°
c)a=11cm b=11cm c=2cm

6) Elaboremos un triangulo y luego hagamos el ejercicio tal como se muestra a
continuacion. ¢ Cual es nuestra conclusién?

LSO 150

7) Compraremos un cielo raso como el de la figura:

I 18 metros |

T

8 metros

1

Si el m? cuesta Q 55.00 ¢ cuanto hay que pagar para cubrir toda la forma?




8) El techo triangular se vende a Q25.00 el metro cuadrado. Si se quiere cubrir todo
el techo completo que tiene forma de rombo y sus diagonales miden 70 my 50 m
cada una, ¢ cuanto se debe pagar?

50m

70m

9) Observemos la figura y luego midamos cada angulo sefalado.

E
—~C b
D =5 A

B

10) Investiguemos y demostremos el Teorema de Euclides. (Por semejanza de triangulos).

C

11) Investiguemos y demostremos el Teorema de Thales. Use proporcionalidad y
semejanza.

/ \ 3
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Funciones trigonométricas

Recordemos

Angulos Dos lados con un vértice en comun forman un angulo.

lado

angulo

vértice /

lado

Clases de angulos.

A S N

El angulo menor que un angulo  angulo recto El angulo mayor que un angulo
recto se llama angulo agudo. es el que mide 90° recto se llama angulo obtuso.

Los angulos que miden 180° se llaman angulos llanos.

______________ T

A

Los angulos que miden 360° son angulos completos.

Al B
oA B ,
TN . Cuando se cruzan dos lineas rectas se
>5< forman cuatro angulos opuestos por el vértice
. N4 . dos a dos, £ AOC es opuesto al 2BOD
o} D

<. AOB es opuesto 2BOD
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Funcion.

Una cantidad o magnitud es funcion de otra si el valor de la primera depende
exclusivamente del valor de la segunda. La forma de denotar una funcién es:

f:A—B
a — f(a)

Donde A es el dominio de la funcion f, su conjunto de partida B
es el codominio de f (su segundo conjunto o conjunto de llegada)

Circulo unitario.

El circulo unitario es aquel cuyo radio mide una unidad, también es llamado circulo

trigonométrico.

y A

P =(x,y)

radio=OP=r=1

Representacioén grafica de funciones:
Cosecha de manzanas

quintales

X

400

350

300

/
¥ /

250

AV

200

150

anos

2002 2003

2004

2005

2006

OO....‘.0....‘......‘......‘........................‘..O’
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e« Funcion lineal = mx +b
f(x)=1+2x

f(x) =1+ 2x
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Practiquemos.

1)

2)

3)

4)

En la siguiente figura sabiendo que DO L FA'y EG ] OC, encontremos lo que se
indica:

a) Angulos complementarios

b) Angulos suplementarios E D B

-n
[=)
>

(Investiguemos el procedimiento.)

Consultemos bibliografia de apoyo e identifiquemos lo siguiente:

a) Dos angulos opuestos por el vértice
b) Dos angulos contiguos no adyacentes
c) Dos angulos adyacentes

A® ‘B

Calculemos las funciones trigonométricas del angulo « XAB= a, sabiendo que
A(1,2), B( 6,2), X( 6,7). Recuerde utilizar la distancia entre dos puntos.

Investiguemos las 6 funciones trigonométricas de un angulo agudo en un
triangulo rectangulo ABC, como el que se muestra en la figura.
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9)

6)

7)

8)

9)

10)
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Practiquemos trazando en una cartulina un circulo de 10 cm de radio, con ejes X y;
de origen en su centro. Como el radio es unitario, 10 cm = 1, luego encontremos por

medicion directa y con dos cifras decimales, el valor de las seis razones trigonométricas.

a)A=36°

b)A = 25°

Completemos el siguiente cuadro:

e cos tan cot sec csc

30°
45°
60°

Escribamos al lado de cada una de las expresiones siguientes, el valor y el signo que le
corresponde.

a) sen 120° b) sec 200° c) tan 190°

d) cot 160° e) csc 270° f) sec 45°

En un circulo trigonométrico sefialemos las lineas trigonométricas de cada uno de los
siguientes angulos.

a) 30° d) 45° g) 300°
b) 120° e) 135° h) 275°
c) 210° f) 150° i) 330°

Realicemos estos ejercicios tomando en cuenta las relaciones entre los angulos del
circulo trigonométrico, reduciendo las funciones trigonométricas a otras equivalentes, de
angulos menores a 45°.

a) sen 74° c) sec 70° e) —sen 50°
b) tan 65° d) cos 80° 30 10 “ f) cot 50°

Utilicemos la calculadora para corroborar los siguientes ejercicios.
a) ¢Es seno 60° = 2 sen 30°7?

&y cos 60° = 2 cos 30°?

¢y tan 60° = 2 tan 30°7?

b) Se cumple lo siguiente para algun valor de x?
sen 2x = 2 sen X
COS 2X = 2 COoS X



Grafica de las funciones trigonométricas

Recordemos

Relaciones entre funciones trigonométricas. Un angulo es el espacio limitado por dos
rayos que tienen origen comun. Los angulos pueden ser medidos en grado sexagesimal o en

radianes.

En un triangulo rectangulo, uno de sus angulos es A, por lo tanto las razones trigonométricas

se definen asi:
sen A=

cos A=

tan A =

Cateto opuesto al dngulo A

Hipotenusa

Cateto adyacente al dngulo A

Hipotenusa

Cateto opuesto al dangulo A

Cateto adyacente al angulo A

csc A=

secA=

cot A=

Hipotenusa

Hipotenusa

Cateto opuesto al dngulo A

" Cateto adyacente al dangulo A

Cateto adyacente al dngulo A

Cateto opuesto al angulo A

Definiciones de funciones trigonométricas.

A cos A 1
tan A =32 cot A = csc A=—
cos A sen A Sen A
1 A
sec A= cotA = tan A =2
cos A tan A cos A
Relaciones reciprocas e inversas | .os A *sec A =%+ ;_ =1

cosA*secA=1
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Relacion fundamental: sen?A+ cos?A=1
Relaciones secundarias: 1 +tan? A=sec’A

1+ cot? A=csc?A

Practiquemos
1) Elaboremos la grafica de la funcién sen x. Tomemos en cuenta algunas propiedades:

° El dominio de la funcion seno es todo R o sea que para cualquier valor de x en R,
existe sen x, también en R.

° El recorrido, imagen o ambito del seno es [-1, 1]. Lo anterior quiere decir que los

valores de sen x varian entre -1y 1, de tal manera que el menor valor que puede
tomar sen x es -1y el mayor es 1.

Para elaborar la grafica utilicemos los datos de la tabla siguiente, en el intervalo de

0a?2m
X 0 1n 1—?1 §TE T Sg 3n ~nl| 27
4 2 4 4 2
Sen x
o | Y2 o V2 | V2] 42
2 2 2 2
y
3 X

Observemos la grafica y respondamos las siguientes interrogantes:
a) ¢ Para qué valores de x entre 0 y 21, sen x = 07?

b) ¢ En qué intervalos entre 0 y 217 la funcidn seno es estrictamente creciente?
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2) Elaboremos la grafica de la funcion cos x. Tomemos en cuenta algunas propiedades:

° El dominio de la funcién coseno es R, para cualquier valor de x en R existe cos x.

°El recorrido, imagen o ambito de la funcién coseno es [-1, 1]. Lo anterior significa que el
menor valor que podemos tomar en cos x es -1y el mayor valor que podemos tomar en
cos x es 1y que ademas todos los valores de cos x estan entre -1y 1.

Para elaborar la grafica utilicemos los datos de la tabla siguiente, en el intervalo de

0 a2m:
X 0 1nr 1—:rr Y T S 3n zn' 2w
4 2 4 4 2
Cos x

Observemos la grafica y respondamos las siguientes interrogantes:
a) ¢ Para qué valores de x entre 0 y 21 cos x = 07?

b) ¢ En qué intervalos entre 0 y 21 la funcién coseno es estrictamente
decreciente?
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3)

Elaboremos la grafica de la funcién tan x. Tomemos en cuenta algunas propiedades:

° La funcién tangente no esta definido en todo R.

° El recorrido, imagen o ambito de la funcién tangente es todo R

° La tangente no es una funcion inyectiva.

° La tangente es estrictamente creciente en cada intervalo en que esta definida.

Para elaborar la grafica utilicemos los datos de la tabla siguiente, en el intervalo de
0a2m:

a)

el
N =
W
3
3
&
3
[[38)
3
B RN

Tan X

Observemos la grafica y respondamos las siguientes interrogantes:

b) Escribamos al menos 3 valores de x entre 0 y 2x para los cuales tan x = 0



Funciones exponenciales y logaritmicas

Recordemos

Logaritmos. Es un exponente al que es necesario elevar una cantidad positiva para que
resulte un numero determinado, entonces el logaritmo de un numero es el exponente al que
se eleva otro numero, llamado base para obtener el nimero dado.

Los logaritmos vulgares o de Brigss, son de base 10 y los logaritmos naturales o neperianos
creados por Neper son de base =2.71828183.

Los logaritmos decimales tienen como base el numero 10 y los logaritmos neperianos tienen
como base el numero e.

Propiedades de los logaritmos.

« No existen logaritmos de numeros negativos.

o Ellogaritmo de 1 es 0.

« Log, a=1

e Log,a"=n

Los numeros mayores que uno tienen logaritmo positivo y los nUmero menores de uno tienen
logaritmo negativo.

John Neper. (1550-1617) Matematico y tedlogo escocés. A pesar de la notoriedad que le
procuraron las mas de treinta ediciones de dicha obra, el nombre de Napier habia de quedar por
siempre ligado al desarrollo de los logaritmos, un método matematico ideado con el objeto de
simplificar el calculo numérico que iba a ejercer una enorme influencia en todos los campos de
la matematica aplicada. Napier tardo algo mas de veinte afios en madurar sus ideas iniciales,
que publicé finalmente en 1,614. Poco después, el matematico inglés Henry Briggs se desplazd
a Escocia y convencio a Napier para modificar la escala inicial usada por éste; nacieron asi los
logaritmos de base 10, forma en la que se impusieron en toda Europa.

Euler Leonhard Paul. (1707-1783).Matematico y fisico suizo. Se trata del principal matematico
del siglo XVIIl y uno de los mas grandes y prolificos de todos los tiempos. Euler ha sido uno
de los matematicos mas prolificos, y se calcula que sus obras completas reunidas podrian
ocupar entre 60 y 80 volumenes. Una afirmacién atribuida a Pierre Simén Laplace - expresa
la influencia de Euler en los matematicos posteriores: «Lean a Euler, lean a Euler, él es el
maestro de todos nosotros.» En conmemoracion suya, Euler ha aparecido en la serie sexta de
los billetes de 10 francos suizos, asi como en numerosos sellos postales tanto suizos como
alemanes y rusos. En su honor el asteroide del 2002 se llama Euler.

Logaritmo de un producto.

e Log(AXB)= Log A+LogB e LogA™ =n (log4)
Ay _ n log A
e Log(;)=LogA-LogB e Log VA = .
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Logaritmos Vulgares o de Brigss.
Los logaritmos que tienen como base 10 se llaman vulgares o decimales.

Veamos la siguiente progresion:

100 =1 10_1:;%r='
10! = 10 1072= — =
102 = 100 1073= — =
10° = 1000 10~4= % =

Podemos deducir las propiedades de los logaritmos decimales:

log,1 =0 log,0.1 =-1
log,, 10 =1 log,0.01 =-2
log,, 100 =2 log, 0.001 =-3
log,, 1000 = 3 log,, 0.0001 = -4

Los logaritmos decimales tienen una parte entera llamada caracteristica y una parte
fraccionaria llamada mantisa. La caracteristica de un numero comprendido entre 1y 10, es

cero. Porque log, 1=0y log_, 10 = 1, entonces los nimeros comprendidos entre 1y otro
menor que 10 seran decimales, con entero 0, que es su caracteristica.

La caracteristica de los numeros superiores o iguales a 10 sera un numero igual a la cantidad
de cifras menos 1 del mencionado numero. Asi para 10, 20 o 30 su caracteristica es 1; la

de 150 es 2. La caracteristica y mantisa de los logaritmos superiores a 1 sera positiva. La
caracteristica de los logaritmos entre 0 y 1 sera negativa y su mantisa positiva.

Cologaritmo de un nimero es el opuesto de su logaritmo, de manera que:

Colog N= lOgNi =-log N

Regularmente el calculo de los logaritmos se efectua en una calculadora cientifica,
antiguamente se utilizaba la tabla de Copetti.

Utilizacion de calculadora. Muchas
resoluciones de problemas se facilitan
utilizando una calculadora cientifica,
podemos utilizar youtube para ampliar
conocimientos de utilizacion de la misma.

NEEBE
e |

Fuente: Imagen extraida de internet.
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Practiquemos

1
1) Investiguemos el dominio y contradominio de la funcién y = 3
x_
2) Demos ejemplos de 2 funciones y de dos graficas que no representen funciones.
3) Elaboremos la grafica de la siguiente funcién polinomial:

f)=x+2-x

4) Resolvamos la aplicacion de una ecuacién polinomial:
Una persona va a cercar un terreno, dispone de 12 metros de alambre de pua. Uno de
los lados colinda con una propiedad por lo que no debe de ponerse valla en ese lado.
¢, Qué cantidad de alambre de pua se necesita?

Observemos que 2x +y =12

y

5) Elaboremos la grafica de la funcion: y = 1 :
3
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6)

7)

8)

9)
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Observemos la siguiente tabla de valores y luego elaboremos la grafica correspondiente
paray = 10*

-2 0.14
-1 0.37
0 1

1 2.72
2 7.4

Investiguemos la realizacion de la grafica de la funcion: y = 4 (10%).
(Recordemos utilizar una tabla de valores y una calculadora cientifica).

La salmonella se reproduce cada 20 minutos, ¢ cual es el factor de crecimiento por
hora? Tomemos como referencia el siguiente ejemplo y consultemos bibliografia para
resolver.

Las bacterias como la Salmonella se reproducen por Fision Binaria, es decir,
una célula se divide en dos células hijas. En condiciones ideales una bacteria
se divide cada 20 minutos. Si no hay interferencias, ¢cuantas bacterias habra al
cabo de 6 horas?

Este es un problema matematico que se resuelve con la formula:

donde n:

n° de bacterias

a: cantidad inicial de ellas

t: tiempo

k: una constante a determinar

En nuestro caso: Una bacteria produce 2 bacterias en 20 minutos. Entonces al cabo de
6 horas (360 minutos) y con el comienzo de una bacteria n = 262.144 bacterias.

¢, Qué conclusion podemos obtener del caso anterior?

Investiguemos el comportamiento de las graficas logaritmicas y luego elaboremos la
grafica de la funcidn: y = log, x

O] =
W=
N
w
©




Ley de senos y cosenos

Recordemos

Seno

Ley de senos, en cualquier triangulo, la razén entre el seno de un angulo y el lado opuesto a
ese angulo es igual a la razén entre el seno de otro angulo y el lado opuesto a ese angulo;
se utiliza para la resolucién de triangulos oblicuangulos, es decir triangulos que no tienen
ningun angulo recto, por lo que no se pueden resolver por el teorema de Pitagoras.

Los lados de un triangulo son proporcionales a los senos de los angulos opuestos.

C
Sea el triangulo ABC E
b a
A D c B
Tracemos las alturas CD y AE
En el triangulo ACD: % =Sen A, porlo tanto CD = b sen A

. D —_—
En el triangulo BCD: % = Sen B, por lo tanto CD = a sen B

a b
Comparando 1) y 2),Enemos. b sen A =a sen B, por lo tanto P b
En el triangulo ACE: Ab—E =sen C, por lo tanto AE =b sen C
En el triangulo ABE: % = sen B, por lo tanto AE =csen B
b c

Comparando 4) y 5), tenemos: b sen C = ¢ sen B, por lo tanto

a b c
Comparando 3) y 6), tenemos: ey e

sen B sen C

Coseno

Ley de cosenos, el cuadrado de un lado de un triangulo es igual a la suma de los cuadrados
de los otros dos lados, menos el doble del producto de dichos lados, por el coseno del
angulo que forman B

Sea el triangulo ABC
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Por el teorema generalizado de Pitagoras, tenemos: a2 = b? + ¢ — 2b AD

AD _
Pero: — =cos A, por lo tanto. 4D =c cos A

Sustituyendo tenemos que: a?2=b?+c?-2bccosA
Analogamente se demuestra que: b?=a?+c?2—-2accosB
c’=a?+b?-2abcosC

Practiquemos

1) Apliquemos la ley de senos para encontrar la medida de lados y angulos faltantes.
a)b=8m,A=50°y C=35°

b)a=20m, B =15y C = 25°

2) Apliquemos la ley de cosenos para encontrar la medida de los angulos de los tridngulos
que tienen la medida de los lados siguientes (tracemos los triangulos):
a)a=4cm,b=3cmyc=22cm

b)a=5m,b=33my c=7.3m

3) Apliquemos la ley de cosenos para encontrar la medida de lados y angulos que faltan
(tracemos los triangulos):
a)C=23°a=7cmyb=5cm

b) A=21°,b=12myc=9m

4) Resolvamos problemas aplicando la ley de senos o cosenos.
a) Dos puntos Ay B sobre el mismo lado de un rio distan 30 pies entre si. Un punto C al
otro lado del rio esta localizado de tal modo que el angulo 2CAB mide 75° y el angulo

£ABC mide 85°. (,CUél es el ancho del rio? (Tomado pag. 328 de Algebra y trigonometria plana de Spitzbart &
Bardell)

b) Un angulo de elevacion del sol es de 64°, un poste de energia eléctrica esta inclinado a
un angulo de 9° en direccion opuesta al sol y arroja la sombra de 21 pies de largo a nivel
del suelo. Calculemos la Iongitud del poste (tomado de Algebra y trigonometria de Swokowski & Cole pag. 676).

¢) Un poste vertical de 15 m de altura esta en una cuesta que forma un angulo de 24° con
la horizontal. Calculemos la longitud minima del cable que llegara de la parte superior
del poste a un punto de 50 metros cuesta abajo (medido desde la base del poste).
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Sistema matricial

Recordemos

Valor absoluto de un numero. El valor absoluto de un numero real es un valor numerico
en el cual no se toma en cuenta su signo. Se relaciona con las nociones de magnitud y
distancia en contextos matematicos y fisicos. Sus propiedades fundamentales son:

la] =0 No negatividad

lal= 0 & a=0 Positividad

|labl = |al|b] Propiedad multiplicativa
la+b| < lal + |b] Propiedad aditiva

Sistemas de ecuaciones lineales. Para resolver sistemas de dos o tres ecuaciones lineales
utilizamos lo siguiente: método grafico, método por sustitucion, método por eliminacion

y por matrices. (Sugerimos que el docente repase cada método de solucién con los estudiantes en este
apartado solo resolveremos un ejemplo).

Ejemplo: Utilicemos los métodos de sustitucion y grafico para resolver el siguiente
sistema de ecuaciones:
e-x+y= 30 *3x+y=-1¢

Si despejamos y en la primera ecuacion, tendremos y = 3 + x. Luego sustituimos en la
ecuacion 2) de manera que:
3x+(3+x) =-1

3x+3+x =-1
4x =-1-3 =-4
x= -4/4 =1

Entonces x=-1;y=2

[\
= - - :3
Graficamente queda representado asi: y=-1 3X\ y Y=o
y=3+x y=-1-3x \
Solucién : (-1, 2) N
0 3 12 4
1 4 0o -1 . \ > X
2 5 1 -4 sl BRE N
J\\
4\!
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Practiquemos

1)

2)

Resolvamos los siguientes ejercicios sobre matrices:

a) Verifiguemos la trasposicion de una matriz
T
1
0 1 2 0 3
: -1 10] T |1 -1
2 10
b) Sumemos y multipliquemos por un escalar
(Investiguemos el procedimiento) ¢ Cuanto vale el escalar a?
0 1 1 -1 2 -1
1 2 = |5
Iooq| TR 2 2 -5
3 3 3
c) Realicemos el siguiente producto. ¢ Cual es el resultado?
0 1 1 -1 b c
1 2 —
3 "1z 2 d e

Investiguemos la regla de Cramer por medio de la cual se solucionan
sistemas por determinantes :

Siendo Aj la matriz resultante de remplazar la columna de A por el vector
columna b, para un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas.

. ax+by=e
. cx+dy=f

La regla de Cramer da la siguiente solucion:

7l easss I

- - ea— _lc _ af —ec

X_|a b|_ad—bc y_|a b|_ad—bc
c d c d

Presentemos en clase dos ejemplos de utilizacion de la regla de Cramer
para resolver matrices.
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Derivadas

Recordemos

Desigualdades. Observemos la resolucion del siguiente ejemplo:
3(1-x) <6
Solucion:

1
multiplicamos cada lado por 5 (1-x) =2
sumamos -1 en cada lado X<1

multiplicamos por -1 cada lado de la inecuacion X2 -1

Distancia entre dos puntos. Dados dos puntos A (x, y) * A2 (x,,y,)

d=(x; — )%+ (v — y)?

Pendiente de una recta. La definicion de la pendiente de una recta esta determinada

P ascenso q . 0 q ‘g
por larazon = ——— =tan a .Siendo a el angulo de inclinacion.

recorrido
La forma general de la ecuacion de larectaes Ax+ By + C=0
El angulo entre dos rectas que no son verticales estan determinados por la ecuacion

mi_mg; .
tan a =— (m = pendiente de la recta)
1+mqm»

siguiente:

La relacion de las pendientes de dos rectas perpendiculares esta determinada por:
1

my =-—
1= "

Practiquemos

1) Resolvamos las siguientes desigualdades, utilicemos como apoyo bibliografia
especifica de calculo.

a)y=25 C) vy = 6X
b) v =5~ b) y = 7X"*

2) Investiguemos el dominio y recorrido de la siguiente funcion:

f(x) =—1+4

1
Vi
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[ ] [ ]
[ ]

: 3) Elaboremos los dominios y recorridos de las siguientes funciones:
[ ]

. a) f (x) = x2 b) h(x) =vx
[ ]

: _ 1
: c) f(x)= d) fx)= =
[ ]

[ ]

° 4) Investiguemos el procedimiento para encontrar los limites de la siguiente ecuacion:
[ ]

. fx)=x2—x+1

N ; fx+h)— f(x)

: £ () = limy_g F 0 =

[ ]

¢ f(x) =

[ ]

. f(x) =

° f(x) =

° f(x) =2x -1

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

° 5) Expliquemos la siguiente grafica de derivacion:

[ ]

[ ] 1rf ‘

[ ]

[ ]

. P

[ ]

° I

° o .

[ ] G a

: // X

¢ / f'{a) = tg o

° Fuente: hiru.com

[ ]

[ ]

[ ] [ ]
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Calculo Integral

Recordemos

La integracion es el proceso inverso a la derivacién. Dada una funcion f(x), podemos
calcular su derivada. El signo ( | ) con que se indica la integracion. El calculo integral es
una forma de calculo infinitesimal del area de una funcion:

Fuente: http://disenocalculo.galeon.com/page5.htm

Si f es una funcién continua en el intervalo [a, b] y siendo x cualquier numero en el
intervalo mencionado. F es la funcién definida por:

F(x) = [ f()dt
Entonces: F'(x) = f(x)

El calculo infinitesimal es una rama de la matematica en el proceso de integraciéon o
antiderivacion, que se utiliza para el calculo de areas y volumenes de regiones y solidos
de revolucion.
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Practiquemos

La region por debajo de la grafica es el rectangulo de altura (X sobre el intervalo [a, b]

y/N\

La integral proporciona el area del rectangulo:
b
[ adr=ab-a
a

Ahora como aplicacion comprobemos el resultado que se muestra abajo

b 1
f xdx = E(bz —82)

tomemos en cuenta que el maximo es f(x) = x y el minimo Mj = xj

Comprobemos que:

1 1
f x%2dx = =(b— a)
0 3

tomemos en cuenta que P ={x_0,x_(1,...,) x_n} y ademas [0, 1].
Esta funcién posee un maximo f(x) = x2 y un minimo de Mj = x?

Investiguemos y comprobemos el siguiente teorema:

c b b
Si a<c<b, se verifica quef fdt + f f(t)dt=[ fdt



Respuestas

Pagina 7.
1)a) TUM={0,2,4,6,8,10,11, 13, 15, 17,19}

Forma grafica e) {x/x € N par, x=12}

Forma grafica

1‘2 )OO par

ATAZ={0,2, 4,7, 9

5) a)
B F
b)ZNT={6,8, 10}
Forma grafica
T Z
6
8 b)

c)(MU2)-T={7,9, 11,12, 13,
15, 17, 19}
Forma grafica

T c) Respuesta abierta.
Pagina 8.
Q 1) a)269

<

b) 3,200
c) 4,003

3) a)| e
o000
d)(MUZ)UT={0,2,4,6,7,89, =
10,11,12,13,15,17,19} 5
b)
M |
[}
C) [ I )
16
2 < .
14 éo Pagina 9.
T 0 4 Z 5) a) 21 nifos

b) 75 manzanas
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° Pagina 10. Pagina 14.
: 1) D1=11o D2=20 D3=42 1) 1,875
28
°  Pagina 1. 2 5
« 3) a)210 3) 12
: b) 903 1
4
. c) 310 4) 5—
N ) ) 25
. d) 11
. €)6 5) 12
[ )
. f)10 Pagina 15.
‘ m?’— mzu i'nl'”!z—ll'l.3
‘ g) ° 6) 5 m*—tn3n:ni::3—!t4
‘ h) 9 -
-
. i) 26 N s
° 5
° 2al—ax—a+x—1
. 8)
) 3 2(x—a)
. ) 3
. ? 9) a) X -t _m
[ ] mry mry mEy
32
° k)_ﬁ . 4 5 4
: )3T
° Pagina 12.
e 1 8
DN e 10, n
° b)_ 18
. 24
15,301
°  Pagina 13. b) =%
9
3 9% Pagina 17
° agina 17.
. m.g
. 3) a)6,2;124
. ﬁ%%g b) 10,2; 15,3
. _ c)3,6;4,8
e 5) a)15i d) 3, 12; 5, 20
. b) 8
. -
: c)12-9+5 5) m_%
[ )
. ©6) a)t=567seg 300
. b)h=122.5m b) 555
[ )
[ )
° C) %
[ )
[ )
[ )
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Pagina 18.

1) a)144
b) 45
c) 1260
d) 0.12
e)2.16

Pagina 19.

3) a)192.59
b) 89.28
c) 33.33
d) 16.67
e) 30.19
f) 544.28

5) a) 160 %
b) 200 m?

Pagina 20.

c) ¢.160 %

c.220 %

c.3 comida Q 1,800.00;
transporte Q 150.00
medicina Q 300.00;

Utiles escolares Q 150.00;
otros servicios Q 600.00

d) d.1 limpieza 38%;
mantenimiento de agua potable 20%
prevencion para desastres 15%;
construccion de tumulos 12%

mantenimiento de camino 10%

d.2 En cada inversion se gasta de la
siguiente manera:
- limpieza Q 13,300.00;
- agua potable Q 7,000.00;
- prevencion
para desastres Q 5,250.00;

- construccion de tumulos Q 4,200.00;
- mantenimiento

de camino Q 3,500.00
- otros servicios Q 1,750.00

d.3 Limpieza
d.4 Otros servicios

e) Equivale a 9.07% del precio.
f) Se pagara Q 894.51

Pagina 21.
7) Pablo pagé Q 300,000.00

9)  Tasade interés de 200%

Pagina 25.

3) a)si
b) Si o no
c) No
d) No

Pagina 26.

1) a) 8cm?
b) 25 m?
c) 54 cm?

Pagina 27.
d) 28 m?
e) 35cm?
f) 18 m?
g) 20cm?
h) 56 m?
i) 18 m?

2)
a) 461.58 cm?
b) 226.08 cm?
c) 175.84 cm?

3) 230m?



-78 -

Pagina 28.
4) 580 m?
5) 168 m?
6) 1,522.5 m?
Pagina 29.
7) 3,346 m?
Pagina 30.
1)
a) 36 cm?
b) 1,077.02 cm?®
c) 3,375cm?
d) 9.81m?
e) 13.20m3
f) 1.62m3
g) 256 cm?

h) 180 m?
i) 33,493.33 cm?

2) 781.25 m?

Pagina 31.
3)5.72m?
4) (nR?h) — (mr? h) = 7.51m3
5) 0.04 m?
6) 125 cajas

7) 1,600 azulejos

Pagina 33.
9
personas

Radio 90 15%
Television 180 30%
Cine 60 10%
Teatro 60 10%
Deporte 126 21%
Baile 84 14%

Baile, 14% | Radio, 15%

Deporte, 21%
Television, 30%
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5)  a)Familia Garcia

b) 2001

c) En los afios 1997 al 2000;
del 2004 al 2006

d) 2002 y 2003

e) En el 2006

f) Familia Garcia: 39.75 quintales
Familia Rodriguez: 38 quintales

Pagina 35.
7)  X=10.9 afios

9) a)Md=7042
b) Md = 135.35

Pagina 36.
11) Mo =25°Cy23°C
Pagina 37.
1
15) =
17) +



Pagina 40. g) (x-6) (x - 4)
h) (x -12) (x - 8)
1) a)Vv i) (a-95)(a+2)
b) F j)(@+6)(a-4)
c)V
d)F Pagina 47.
e)F "
fyv 1) axu=1 x=3
5)  a)tautologia b) X, =2, xp=—>
b) ninguna 2
C) ninguna ;
d) tautologia c) x; =-3,x, = 3
e) tautologia ’
18
Pagina 41. d) x;, =5, x= -<
7)  fro. ciclista 3 , ,
2do. ciclista 4 ==t v ==
do. ciclista e) x S X2 :

3ro. ciclista 2
4to. ciclista 1
5to. ciclista 5 2)

9) a)

Pagina 43.

5
3)a)12—7

b) 768
c) 34

d) -17

e) 39 3)

5)V =1,538.6 m

Pagina 45.

3) a) (x+4) (x+1)
b)(a+4)(a-2)
c) (m-5)(m +4)
d)(h-4)(h-2)
e)(y+10)(y-3)
fy)(n-7)(n +3)

a) x; =—2, x;=-3
b:' x'| =—6, x2= 4

c) Xq =2, Xo= 1

5 2

d:l X4 =—E,xZ=§

_ 5 _3

e) x, =T X2=3
a) 15

b) 4 segundos

c) Ancho: 15 metros. Largo: 22 metros.

d) Base: 14 centimetros.
Altura: 10 centimetros

e) Base: 20 cm
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Pagina 51.
1) a)15cm
b) 7.2 cm

3) a)3m?
b) 48 cm?
c) 20 cm?
4) 30 cm?
Pagina 52.
5) a)sSi
b) No, porque la suma de los 3 angulos
internos es igual a 180°.
c) Si
7) Q7,920.00
8) Q43,750.00
Pagina 53.
9) 2ABC=71°
£ DCB=163°
<2 DCE=18°
£ BAC=90°

Pagina 57.
1)
a) <«DOEy<EOF
<« GOAy . AOC
«GOBy.BOC
b) ~AOBy .BOF
+AOCy . COF
+AODy ,DOF
«AOEy «EOF
<«GOAy AOE
«GOBy +.BOE
<«GOCy .COE
<GODy «DOE
- _5_
3) senqs= =
= _4_
cos O i
tan a= 5
1
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5) A=36°
sen 36° =0.59
cos 36° =0.81
tan 36° =0.73
csc 36° =1.70
sec 36° =1.23
cot 36° =1.38
A=25°
sen 25° =0.42
cos 25° =0.91
tan 25° =0.47
csc 25° =2.37
sec 25° =1.10
cot 36° =2.14
7) a)sen120° =0.87

b) sec 200° =-1.06

c)tan 190° =0.18

d) cot 160° =-2.75

e)csc 270° = -1
f)ysec45° =1.41

P = (x,y)
‘mh radio=OP=r=1
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7)

9)

<]

(<)}

15

-0.5

L/
-1.5 /
/

-2.5

Pagina 68.

1)

3)

a) B =95° c=461m a=6.15m
b)A=140° b=8.05m ¢=13.15m

a)c=3.09cm B=39° A=118°
b)a=4.83m B=117° C=42°
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Anexo. Vinculacion con el CNB

Competencias

1. Produce patrones aritméticos,
algebraicos y geométricos
aplicando propiedades,
relaciones, figuras geométricas,
simbolos y sefiales de fendmenos
naturales, sociales y culturales.

Indicadores de Logros
1.2. Aplica la factorizacién de
polinomios al operar y simplificar
fracciones complejas.

Contenidos

Potenciacion y radicacion de
polinomios.

Calculo de operaciones entre
fracciones algebraicas.

Simplificacién de fracciones
complejas.

1.3. Distingue las propiedades y
las relaciones de las operaciones
basicas aritméticas.

1.3.1. Identificacién de las
propiedades de las operaciones
basicas aritméticas.

1.3.2. Expresion de las relaciones
aritméticas utilizando los signos,
simbolos, graficos, algoritmos y
términos matematicos.

1.5. Demuestra patrones haciendo
uso del calendario Maya.

1.5.1. Determinacion de patrones
en el calendario maya: nombres y
glifos de los dias.

1.5.2. Explicacion del cholq'ij, el
ab’, el tun (Calendario sagrado
de 260 dias, afio solar de 365
dias y el ciclo de 360 dias) y sus
implicaciones en la vida del ser
humano y en los elementos de la
naturaleza.

2. Resuelve situaciones problema
de caracter formal que demandan
el dominio del pensamiento légico
matematico y las operaciones
matematicas de aritmética

y algebra en los conjuntos
numeéricos reales y complejos.

2.1. Representa informacion
por medio de proposiciones
compuestas y tablas de verdad.

2.1.1. Utilizacion de conectivos
I6gicos.

2.1.2. Elaboracion de tablas de
verdad.

2.3. Aplica los numeros reales
y sus respectivas operaciones
en la resolucion de situaciones
problema.

2.3.1. Ejemplificacion de niumeros
reales y de las propiedades

de sus operaciones: adicion,
multiplicacion, division,
sustraccion, potenciacion,
radicacion y logaritmacion.

2.4. Utiliza ecuaciones y
desigualdades: lineales,
cuadraticas y con valor absoluto,
para resolver situaciones
problema de su contexto.

2.4.1. Diferenciacion de solucion,
representacion gréfica e
interpretacién entre ecuaciones y
desigualdades.

2.4.2. Resolucion de problemas
en donde se apliquen ecuaciones
y desigualdades, lineales,
cuadraticas y con valor absoluto.

2.5. Realiza operaciones basicas
entre numeros complejos.

2.5.1. Conceptualizacion de
numeros complejos.

2.5.2. Simplificacion y
operaciones basicas entre
numeros complejos.
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Competencias

3. Aplica conocimientos sobre
funciones, matrices, geometria

y vectores, en situaciones que
promueven el mejoramiento y
transformacion del medio natural,
social y cultural de su contexto.

Indicadores de Logros

3.1. Utiliza funciones para
representar hechos reales.

Contenidos
3.1.1. Definicion de funcion.

3.1.2. Conceptualizacion del
dominio y el rango de una funcién.

3.1.3. Ejemplificacion de

las diferentes funciones:,
logaritmicas, trigopnométrica y
exponencial.

3.7. Utiliza métodos para resolver
problemas y operaciones entre
vectores y matrices.

3.7.1. Calculo de las operaciones
basicas entre matrices: suma,
resta, multiplicacion entre un
escalar y una matriz, producto
matricial.

3.7.2. Aplicacion de las
operaciones entre vectores y
matrices para resolver problemas
relacionados con otras areas

de la ciencia, otras disciplinas o
actividades del contexto.

5. Emplea las teorias de
geometria y trigonometria para
interpretar diferente informacion
y elaborar informes sobre
situaciones reales.

5.1. Aplica teoremas y
conocimientos de geometria plana
en la construccion de cuerpos
geomeétricos.

5.1.1. Conceptualizacion de
teoremas sobre geometria plana
(Pitagoras, Thales y Euclides).

5.1.2. Aplicacién de conceptos:
semejanza, congruencia, simetria,
tipos de angulos, bisectriz,
clasificacion de poligonos.

5.1.3. Célculo de perimetro, area
y volumen de figuras planas.

5.1.4. Calculo de volumen en
cuerpos geometricos.

5.1.5. Construccion de cuerpos
geomeétricos, calculo de perimetro
y area total.

5.2. Aplica teorema de Pitagoras
y las razones trigonométricas:
seno, coseno y tangente para
resolver problemas con triangulos
rectangulos.

5.2.1. Demostracion del teorema
de Pitagoras.

5.2.2. Ejemplificacion de razones
trigonométricas: seno, coseno y
tangente.

5.2.3. Resolucién de situaciones
reales aplicando el teorema

de Pitagoras y las razones
trigonométricas: seno, cosenoy
tangente.
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Quinto Grado Bachillerato

Competencias

1. Aplica teoremas trigonométricos
y ley de senos y cosenos en

la interpretacion de funciones
trigonométricas circulares.

Indicadores de Logros

1.1. Demuestra las relaciones
fundamentales entre las funciones
trigonomeétricas circulares.

Contenidos

1.1.1. Descripcion de angulos y
funciones trigonométricas.

1.1.2. Representacion grafica de
funciones trigonométricas.

1.2. Aplica las leyes de senos y
CcOSenos en situaciones reales.

1.2.1. Aplicacion de las
operaciones entre angulos.

1.2.2. Demostracion de las leyes
de senos y cosenos.

1.2.3. Aplicacion de las leyes de
Senos y cosenos en situaciones
reales.

2. Emplea funciones
exponenciales y logaritmicas en
representaciones graficas.

2.1. Ejemplifica funciones
exponenciales y logaritmicas en
diversos contextos.

2.1.1. Identificacién de las
funciones exponenciales y
logaritmicas.

2.1.2. Ejemplificacion de la
relacidon existente entre las
distintas funciones.

2.2. Representa graficamente la
funcién exponencial y la funcién
inversa.

2.2.1. Descripcién de la funcion
exponencial (varias bases),
representacién grafica.

2.2.2. Construccion de graficas.

2.2.3. Explicacion de la funcion
inversa y su representacion
gréfica.

2.3. Aplica funciones
exponenciales y logaritmicas en la
resolucién de problemas.

2.3.1. Aplicacion de la funcién
logaritmica como la inversa de la
funcion exponencial.

4. Aplica el algebra matricial para
la solucion de problemas de la
vida real.

4.1. Identifica los diferentes tipos
de algebra matricial en diversos
contextos.

4.1.1. Definicion de algebra
matricial.

4.1.2. Ejemplificacién de
procedimientos con algebra
matricial en diferentes situaciones.

4.1.2. Utilidad de las matrices en
diversos contextos.

4.2. Aplica las matrices “n x m”
y los vectores de Rn. para la
interpretacion de situaciones
reales.

4.2.1. Aplicacion del concepto de
matriz cuadrada a matriz (n x m).

4.2.2. Calculo de la suma como
resultado de la operacién adicion
de matrices.

4.2.3. Aplicacién de la
multiplicacion de matrices y de un
escalar por una matriz.
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Competencias

Indicadores de Logros

Contenidos

4.2.4. Interpretacion de
situaciones en las que se puede
utilizar matrices.

5. Utiliza el calculo integral

para determinar velocidades
instantaneas, area bajo la curva y
volumen de cuerpos sélidos.

5.1. Identificacion de las
diferentes clases de calculo
integral.

5.1.1. Descripcion de las
diferentes clases de calculo
integral.
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